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Arvores

Arvores s3o estruturas de dados muito utilizadas em diversas areas da ciéncia

da computacao, como sistemas operacionais, bancos de dados e redes de
computadores.

Uma estrutura de dados do tipo arvore possui uma raiz a partir da qual
diferentes ramos conectam um conjunto de nos intermediarios até as folhas

da arvore. . Aresta
No — Conexodes entre os
Onde a informacao diferentes nods . ) i
é armazenada Nos Filhos e Pais
Essa figura ilustra uma arvore simples. Nos Irmao
E composta por 6 nos. Caminho

Sequencia ordenada de nos
conectados por arestas

a’” @ a raiz (Gnico né que ndo possui nd antecessor) Ex:a>c>f

Nivel de um NoO

N© arestas a partir da raiz. "b”" > 1

“d”, “e” e “'f"” sao as folhas.
(nds que nao possuem filhos)

Altura

Maior nivel de um né da arvore.
© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 7
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Arvores

Recapitulando...

PROPRIEDADE VALOR
Nivel 0 NUmero de nés 10
Altura 3
N6 raiz H
Nivel 1 Folhas A C.J.L M N
Nos interiores H.B.F,E
' Nés no nivel 2 A C,J;E
Nivel 2 Antepassados de E F.H
Descendentesde F J,E,L.M,N

N& na subarvore mais
Nivel 3 a direita de F E.L.M N
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Arvores (definicdo formal 1)

Uma arvore consiste em um conjunto de nés e um conjunto de arestas que
conectam pares de nos. Uma arvore possui as seguintes propriedades:

i) Toda arvore tem um no designado de raiz, por onde a busca, a insercao e a
remocao de elementos deve iniciar. Em outras palavras, € a porta de entrada
para o conjunto de dados.

i) Todo né n, com excecao da raiz, € conectado por uma aresta a exatamente
um no pai p. Ou seja, cada n6 da arvore tem precisamente um unico pai.

iii) Existe um unico caminho saindo da raiz e chegando em um no arbitrario
da arvore. Ou seja, sempre que desejarmos acessar um determinado no,
iremos sempre pelo mesmo caminho.

iv) Se cada n6 da arvore possui no maximo dois nos filhos, dizemos que a
arvore € uma arvore binaria.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores (definicdo formal 2)

Uma arvore ou € vazia ou consiste de uma raiz com zero ou mais subarvores,
cada uma sendo uma arvore. A raiz de cada subarvore é conectada a raiz da

arvore pai por uma aresta.

Pela definicao recursiva, sabemos que a arvore acima possui pelo menos 4
nos, uma vez que cada triangulo representando uma subarvore deve possuir
uma raiz. Na verdade, ela pode ter muito mais nos do que isso, mas nao
sabemos pois nao conhecemos a estrutura interna de cada subarvore.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores binarias

Os nds de uma arvore binaria possuem graus zero, um ou
dois. Um no de grau zero € denominado folha.

Em uma arvore binaria, por definicao, cada no podera ter
até duas folhas.

A profundidade de um no é a distancia deste no até a
raiz. Um conjunto de nds com a mesma profundidade é
denominado nivel da arvore. A maior profundidade de
um no, é a altura da arvore.

Uma arvore "estritamente binaria" € uma arvore na qual
todo no tem zero ou duas folhas.

Existem autores, porém, que adotam essa definicao para
o termo quase completa, e utilizam o termo completa
apenas para arvores em que todos os niveis tém o
maximo numero de elementos.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores binarias

Existem basicamente duas formas de implementar
arvores binarias em Python:

1) utilizando uma lista de sublistas, ou

2) utilizando encadeamento logico (como na lista
encadeada)

Principais Métodos:

Métodos Descricao

BinaryTree() cria uma nova instancia da arvore binaria
get_left_child() retorna a subarvore a esquerda do no corrente
get_right_child() retorna a subarvore a direita do n6 corrente
set_root_val(val) armazena um valor no no corrente

get_root_val() retorna o valor armazenado no no corrente
insert_left(val) cria uma nova arvore binaria a esquerda do n6 corrente

insert_right(val) cria uma nova arvore binaria a direita do no corrente

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 13



Arvores Binaria: LISTAS DE LISTAS

Em uma representacao de lista de sublistas, o valor armazenado na raiz € sempre o
primeiro elemento da lista. O segundo elemento da lista sera a sublista que representa a
subarvore a esquerda. Analogamente, o terceiro elemento da lista sera a sublista que
representa a subarvore a direita.

Para ilustrar como fica a representacdo da arvore da figura ao lado, apresentamos o
codigo a seguir.

# Representacao de arvore como lista de sublistas
my tree = ['a’, # raiz o
['b', # subarvore esquerda
[d*, [1 [1],

['e'. [1, [1] o o
1,

['c', # subarvore direita

€, 11, 110,
i (D) O D

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 14



Arvores Binaria: LISTAS DE LISTAS

# Representa¢ao de arvore como lista de sublistas

my_ tree = ["a', # raiz
['b', # subarvore esquerda
[d", [1 [11,
['e’. [1, []]
1,
['c', # subarvore direita

[t [, [1D,
[]

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

Uma propriedade muito interessante
desta representacao € que a
estrutura de uma lista representando
uma subarvore possui a mesma
estrutura de uma arvore (lista), de
modo que define uma representacao
recursiva.

print(my_ tree)

print('Subarvore esquerda =
print('Raiz = ', my_tree[0])
print('Subarvore direita = '

', my _tree[l])

, my tree[2])
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (IMPLEMENTACAO)

# Cria arvore binaria com raiz r
def binary_tree(r):
return [r, [], []]

# Insere novo ramo a esquerda da raiz
def insert_left(root, new_branch):
# Analisa a subarvore a esquerda
t = root.pop(1)
# Se a subarvore a esquerda nao é vazia
if len(t) > 1:
# Insere na posicao 1 da raiz (esquerda)
# Novo ramo sera a raiz da subarvore a esquerda
# Adiciona t na esquerda do novo ramo
root.insert(1l, [new branch, t, []])
else:
# Se t for vazia, nao ha subarvore a esquerda
root.insert(1l, [new branch, [], []])
return root

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (IMPLEMENTACAO)

# Insere novo ramo a direita da raiz
def insert right(root, new branch):
# Analisa a subarvore a direita
t = root.pop(2)
# Se a subarvore a direita nao é vazia
if len(t) > 1:
# Insere na posicao 2 da raiz (direita)
# Novo ramo sera a ralz da subarvore a direita
# Adiciona t na direita do novo ramo
root.insert(2, [new_branch, [], t])
else:
# Se t for vazia, nao ha subarvore a direita
root.insert(2, [new branch, [], []1])
return root

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: LISTAS DE LIsTAS (IMPLEMENTACAO)

def get root val(root):
return root[9]

def set root val(root, new val):
root[0] = new val

def get left child(root):
return root[1]

def get right child(root):
return root[2]

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (TESTANDO A IMPL.)

# Cria arvore binaria

r = binary_tree(3)

# Adiciona subarvore a esquerda
insert_left(r, 4)

# Adiciona subarvore a esquerda
insert_left(r, 5)

# Adiciona subarvore a direita

insert_right(r, 6)

# Adiciona subarvore a direita

insert_right(r, 7)

print(r)

# Obtém subarvore a esquerda da raiz

1 = get left _child(r)

print(1l)

# Muda a raiz da subarvore a esquerda
set_root val(l, 9)

print(r)

# Insere a esquerda da subarvore a esquerda
insert_left(1l, 11)

print(r)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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VAMOS PARA A PRATICA ?!!!




Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (EXERCICIO)

Considere o seguinte codigo em Python.

X = binary tree('a')

insert _left(x,'b")

insert _right(x, 'c")

insert right(get right child(x), 'd")

insert left(get right child(get _right child(x)), 'e’)

Desenhe a arvore resultante e forneca a representacao usando lista de listas

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvore Resultante: _,_ R
g ¢ od o
O

Representacao com listas: @

[‘a’, [°b’, [1, [1], [*c’5 [1, [°d’, [e’, [1, [11, [111]



Arvores Binaria: LISTAS LIGADAS (Representac¢do com referéncias)

Apesar de interessante, a representacao de arvores binarias utilizando lista
de listas nao € muito intuitiva, principalmente quando o numero de nos da
arvore cresce.

O numero de sublistas fica tao elevado que é muito facil cometer erros e
equivocos durante a manipulacao da estrutura.

Sendo assim, veremos agora, como representar arvores binarias utilizando
referéncias e um encadeamento logico similar ao adotado nas listas
duplamente encadeadas, em que cada no possui duas referéncias: uma para
o no filho a esquerda e outra para o no filho a direita.

/— -\

b

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binarias...
Uma primeira implementacdo

class BinaryTree:
# Construtor
def init_ (self, valor):
self.key = valor
self.left_child = None
self.right_child = None

# Insere nd0 a esquerda
def insert left(self, valor):
# Se nd corrente nao tem filho a esquerda, OK
if self.left_child == None:
self.left_child = BinaryTree(valor)
else:
# Se tem filho a esquerda, pendura subarvore
# a esquerda do ndé corrente na esquerda do
# novo no recem criado
temp = BinaryTree(valor)
temp.left _child self.left child
self.left_child = temp

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

# Insere no6 a direita

def insert right(self, valor):

# Se no6 corrente nao tem filho a direita, OK

if self.right_child == None:

self.right_child = BinaryTree(valor)

else:

# Se tem filho a direita, pendura subarvore

# a direita do no corrente na direita do

# novo nd recem criado

temp = BinaryTree(valor)
self.right child

temp.right _child
self.right child

temp

# Obtém filho a direita

def get _right_child(self):
return self.right_child

# Obtém filho a esquerda

def get_left_child(self):
return self.left child

# Atualiza valor do né corrente

def set _root val(self, valor):
self.key = valor

# Obtém valor do nd corrente

def get root val(self):

return self.key

25



Arvores Binarias...
Testando...

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

# Cria noé com valor 'a

r = BinaryTree('a')
print(r.get _root _val())
print(r.get left child())
print(r.get _right_child())

# Insere nd com valor 'b' a esquerda da raiz
r.insert _left('b")
print(r.get _left child().get_root _val())

# Insere no com valor 'c' na direita da raiz
r.insert _right('c")
print(r.get right child().get root val())

# Insere ndé com valor 'd' a esquerda no filho a esquerda da raiz
r.get_left child().insert_left('d")
print(r.get left child().get left child().get root _val())

# Insere ndé com valor 'e' a direita no filho a esquerda da raiz
r.get _left child().insert_right('e")
print(r.get left child().get right child().get root val())

26



Arvores Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Ha basicamente 3 formas de navegar por uma arvore binaria:
preorder, inorder e postorder.

* Preorder: visitamos primeiramente a raiz da arvore, depois
recursivamente a subarvore a esquerda e finalmente
recursivamente a subarvore a direita.

* Inorder: visitamos recursivamente a subarvore a esquerda, depois
passamos pela raiz da arvore e por fim visitamos recursivamente a
subarvore a direita.

* Postorder: visitamos recursivamente a subarvore a esquerda,
depois visitamos recursivamente a subarvore a direita e por fim
passamos pela raiz

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AFVOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Pré-ordem: No percurso pré-ordem, ou “pre order”, os nés sao visitados na
seguinte ordem: primeiro o no pai, em seguida o filho esquerdo e, por
ultimo, o filho direito.

Essa técnica é util para criar uma copia da arvore ou para realizar operacoes
de pré-processamento antes de visitar os nos filhos.

Pré-ordem:
Pai-Esquerda-Direita

10
2° 30

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AFVOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Em ordem (Simétrico): No percurso em ordem, também conhecido como “in
order”, a arvore é percorrida de forma que os nds sejam visitados na seguinte
ordem: primeiro o filho esquerdo, depois o n6 pai e, por fim, o filho direito.

Essa técnica € comumente utilizada para obter os elementos de uma arvore
binaria de busca em ordem crescente.

Em ordem:
Esquerda-Pai-Direita

p

1° 30

2!}

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Pds-ordem: O percurso pos-ordem, ou “post order”, envolve a visita aos nos na
seguinte ordem: primeiro o filho esquerdo, depois o filho direito e, por ultimo,
O nO pai.

Essa técnica é frequentemente empregada em calculos que requerem

informacoes dos nos filhos antes de processar o n6 pai, como a avaliacao de
expressoes aritméticas.

Pos-ordem:
Esquerda-Direita-Pai

35
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AFVOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

A dica pra entender rapidamente esses métodos de percursos em arvores
binarias é seguir essas duas regras:

* O no filho da esquerda é sempre visitado antes que o da direita:

* O nome do método se refere ao momento em que o no pai € visitado, ou
seja:
* Pré-ordem: o pai é visitado antes dos filhos, ou seja, Pai-Esquerda-Direita;
* Em ordem: o pai é visitado entre os filhos, ou seja, Esquerda-Pai-Direita;
* Pos-ordem: o pai € visitado apos os filhos, ou seja, Esquerda-Direita-Pai;

Pré—ordem: Esquerda - Direita

Em ordem: Esquerda — Direita

FPoOs-ordem: Esquerda - Direita —

Obs:: ©O Nno esguerdo & wisitado antes do ndo

emm ogoualgorer meétfodo de percurso erm
arvore bimnaria.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 31



AI’VOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo:



Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo: Percurso Pré-ordem

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo:
Percurso Em Ordem

50

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo: Percurso Pos-ordem

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Preorder
def preorder(self):
# Imprime valor da raiz
print(self.key)
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.preorder()
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.preorder()

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Inorder
def inorder(self):
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.inorder()
# Imprime valor da raiz
print(self.key)
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.inorder()

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Postorder
def postorder(self):
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.postorder()
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.postorder()
# Imprime valor da raiz
print(self.key)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

38



VAMOS PARA A PRATICA ?!!!




Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

Apesar de funcional, a estrutura de dados implementada pela
classe BinaryTree nao é otimizada para busca de elementos no
conjunto.

Para essa finalidade, veremos que existe uma classe de arvores
mais adequada: as arvores bindrias de busca (BynarySearchTree).

Uma arvore binaria de busca implementa um TDA Map (tipo de
dados abstrado — Map), que € uma estrutura que mapeia uma
chave a um valor. Neste tipo de estrutura de dados, nés nao
estamos interessados na localizacao exata dos elementos na arvore,
mas sim em utilizar a estrutura da arvore binaria para realizar busca
de maneira eficiente.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

A seguir apresentamos os principais métodos da classe
BinarySearchTree.

Metodo Operacao

Map() Cria um mapeamento vazio

put(key, val) adiciona um novo par chave-valor ao mapeamento (se chave ja existe,
atualiza o valor reterente a ela)

get(key) retorna o valor associado a chave

del map[key] deleta o par chave-valor do mapeamento

len() retorna o numero de pares chave-valor no mapeamento

in retorna True se chave pertence ao mapeamento (key in map)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

Propriedade chave: em uma arvore binaria de busca, chaves
menores que a chave do no pai devem estar na subarvore a
esquerda e chaves maiores que a chave do no pai devem estar na
subarvore a direita. Por exemplo, suponha que desejamos criar
uma arvore binaria de busca com os seguintes valores: 70, 31, 93,
94, 14, 23, 73, nessa ordem.

0O

4 R

|l 31. |l 53 J\‘
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VAMOS PARA A PRATICA ?!!!




	Slide 1: Algoritmos e Estrutura de Dados II
	Slide 2: O que essas figuras tem em comum?
	Slide 3: O que essas figuras tem em comum?
	Slide 4: O que essas figuras tem em comum?
	Slide 5: O que essas figuras tem em comum?
	Slide 6: O que essas figuras tem em comum?
	Slide 7: Árvores
	Slide 8: Árvores
	Slide 9: Árvores
	Slide 10: Árvores (definição formal 1)
	Slide 11: Árvores (definição formal 2)
	Slide 12: Árvores binárias
	Slide 13: Árvores binárias
	Slide 14: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS
	Slide 15: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS
	Slide 16: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS  (IMPLEMENTAÇÃO)
	Slide 17: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS  (IMPLEMENTAÇÃO)
	Slide 18: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS  (IMPLEMENTAÇÃO)
	Slide 19: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS  (TESTANDO A IMPL.)
	Slide 20: VAMOS PARA A PRÁTICA ?!!!
	Slide 21: Árvores Binária: LISTAS DE LISTAS  (EXERCÍCIO)
	Slide 22
	Slide 23: Árvore Resultante:
	Slide 24: Árvores Binária: LISTAS LIGADAS (Representação com referências)
	Slide 25: Árvores Binárias...  Uma primeira implementação
	Slide 26: Árvores Binárias...  Testando...
	Slide 27: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 28: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 29: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 30: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 31: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 32: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 33: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 34: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 35: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE
	Slide 36: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE (implementação)
	Slide 37: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE (implementação)
	Slide 38: Árvores Binária: PERCORRENDO UMA ÁRVORE (implementação)
	Slide 39: VAMOS PARA A PRÁTICA ?!!!
	Slide 40: Árvores Binária de Busca: LISTAS LIGADAS
	Slide 41: Árvores Binária de Busca: LISTAS LIGADAS
	Slide 42: Árvores Binária de Busca: LISTAS LIGADAS
	Slide 43: VAMOS PARA A PRÁTICA ?!!!

